
Baøi taäp Ñoái ngaãu coù lôøi giaûi 

Baøi 1 Cho baøi toaùn goác: 

 f(X) = x1 + 3x2 + 2x3   → min 

2x1 + x2 + x3 + x4 ≥ 2 

x1 – 2x2 – x3 + 3x4 ≥ 5 

–x1 – x2 + x3 + x4 ≥ 1 









 

     xj ≥ 0  ( j 1,4)=  

       1) Vieát baøi toaùn ñoái ngaãu. 

       2) Haõy cho bieát neáu giaûi baèng ñôn hình thì baøi toaùn naøo ít bieán hôn. 

       3) Haõy toång quaùt hoùa nhaän xeùt treân. 

       1) Baøi toaùn ñoái ngaãu. 

g(Y) = 2y1 + 5y2 + y3 → max 

2y1 + y2 – y3 ≤ 1 

y1 – 2y2 – y3 ≤ 3 

y1 – y2 + y3 ≤ 2 

y1 + 3y2 + y3 ≤ 0 









 

     yi ≥ 0 (i 1,3)=  

       2) Baøi toaùn goác: coù 4 bieán, theâm 3 bieán phuï ñeå chuyeån veà daïng chính taéc, theâm 3 bieán giaû ñeå chuyeån 

veà daïng chuaån. Vaäy phaûi duøng 10 bieán. 

Baøi toaùn ñoái ngaãu: coù 3 bieán, theâm 4 bieán buø ñeå chuyeån veà daïng chính taéc. Baøi toaùn chính taéc cuõng 

laø baøi toaùn chuaån. Vaäy phaûi duøng 7 bieán. 

Suy ra, neáu giaûi baèng ñôn hình thì baøi toaùn ñoái ngaãu duøng ít bieán hôn. 

       3) Toång quaùt hoùa nhaän xeùt treân: Xeùt caëp baøi toaùn ñoái ngaãu coù daïng: 
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Trong ñoù A laø ma traän caáp m×n vaø C ≥ 0. 

Baøi toaùn goác (min): coù n bieán, theâm m bieán phuï ñeå chuyeån veà daïng chính taéc, theâm m bieán giaû ñeå 

chuyeån veà daïng chuaån. Vaäy phaûi duøng (n + 2m) bieán. 

Baøi toaùn ñoái ngaãu (max): coù m bieán, theâm n bieán buø ñeå chuyeån veà daïng chính taéc. Baøi toaùn chính 

taéc cuõng laø baøi toaùn chuaån. Vaäy phaûi duøng (m + n) bieán. 

Suy ra, neáu giaûi baèng ñôn hình thì baøi toaùn ñoái ngaãu duøng ít bieán hôn. 

Baøi 2 Xeùt baøi toaùn QHTT sau: 

 f(X) = x1 + 3x2 + 2x3 + x4 → min 

2x1 + x2 + x3   ≥ 2 

x1 + x2 + 2x3   ≥ 5 

2x1 + 2x2 + 3x3   ≥ 1 









 

      xj ≥ 0  ( j 1,4)=  

       1) Haõy chöùng toû raèng neáu X* laø phöông aùn toái öu thì thaønh phaàn thöù 2 vaø thaønh phaàn thöù 4 phaûi baèng 

0. 

       2) Haõy cho nhaän xeùt. 

       1) Baøi toaùn ñoái ngaãu cuûa baøi toaùn treân laø: 

 



g(Y) = 2y1 + 5y2 + y3 → max 

2y1 + y2 + 2y3 ≤ 1 

y1 + y2 + 2y3 ≤ 3 

y1 + 2y2 + 3y3 ≤ 2 

0y1 + 0y2 + 0y3 ≤ 1 









 

     yi ≥ 0 (i 1,3)=  

 Neáu baøi toaùn goác coù phöông aùn toái öu thì baøi toaùn ñoái ngaãu cuõng coù phöông aùn toái öu. Goïi xj vaø yi laø 

caùc thaønh phaàn cuûa hai phöông aùn toái öu. 

 Xeùt caëp ñieàu kieän ñoái ngaãu: 

  x4 ≥ 0  vaø  0y1 + 0y2 + 0y3  ≤ 1 

 Do 0y1 + 0y2 + 0y3  = 0 ≠ 1 neân theo ñònh lyù ñoä leäch buø yeáu, ta phaûi coù x4 = 0. 

 Xeùt caëp ñieàu kieän ñoái ngaãu: 

  x2 ≥ 0  vaø  y1 + y2 + 2y3  ≤ 3 

 Xeùt raøng buoäc I vaø II cuûa baøi toaùn ñoái ngaãu, ta coù: 

  y1 + y2 + 2y3  ≤  2y1 + y2 + 2y3  ≤  1  ⇒  y1 + y2 + 2y3 ≠ 3 

 Do y1 + y2 + 2y3  ≠ 3 neân theo ñònh lyù ñoä leäch buø yeáu, ta phaûi coù x2 = 0. 

       2) Xeùt baøi toaùn min vôùi caùc bieán khoâng aâm. 

 a) Neáu: 

  • Haøm muïc tieâu coù xuaát hieän bieán xj. 

  • Caùc raøng buoäc khoâng chöùa xj. 

 Luùc naøy thì phöông aùn toái öu, neáu coù, phaûi thoûa ñieàu kieän xj = 0. 

 b) Neáu: 

  • Heä soá cp vaø cq trong haøm muïc tieâu thoûa ñieàu kieän cp < cq. 

  • Hai veùctô coät Ap vaø Aq thoûa ñieàu kieän Ap ≥ Aq. 

 Luùc naøy thì phöông aùn toái öu, neáu coù, phaûi thoûa ñieàu kieän xq = 0. 

 Khi baøi toaùn coù caùc tröôøng hôïp ñaëc bieät naøy thì ta coù theå boû bôùt bieán cuûa baøi toaùn tröôùc khi giaûi. 

Baøi 3 Xeùt baøi toaùn sau: 

Moät cöûa haøng baùn leû hieän coù 10,2 Kg baùnh vaø 3 Kg keïo duøng ñeå goùi thaønh caùc goùi quaø ñeå baùn. Chi 

tieát cuûa caùc goùi quaø cho bôûi baûng sau: 

Goùi quaø 
Nguyeân lieäu 

A B C 

Baùnh (10g) 6 7 8 

Keïo (10g) 4 3 1 

Giaù baùn (traêm ñoàng) 34 38 36 

       1) Cöûa haøng naøy phaûi ñoùng bao nhieâu goùi moãi loaïi ñeå baùn ñöôïc nhieàu tieàn nhaát? 

       2) Neáu moät ngöôøi ñeán hoûi mua heát soá baùnh keïo neâu treân thì phaûi traû giaù bao nhieâu moãi kyù baùnh, keïo 

ñeå cöûa haøng ñoàng yù baùn vaø soá tieàn boû ra laø ít nhaát? 

       1) Ta moâ hình baøi toaùn cuûa cöûa haøng thaønh baøi toaùn QHTT sau: 

Goïi x1, x2, x3 laø soá goùi quaø loaïi A, B, C ñöôïc ñoùng goùi. Theo yù nghóa thöïc teá ta coù xj ≥ 0 ( j 1,3)=  (boû 

qua ñieàu kieän nguyeân cuûa bieán soá).   

Laáy ñôn vò tieàn laø traêm ñoàng thì doanh thu cuûa cöûa haøng laø: 

 f(X) = 34x1 + 38x2 + 36x3 



Theo yeâu caàu baøi toaùn laø doanh thu cao nhaát, ta ghi f(X) → max. 

Do soá baùnh bò haïn cheá neân: 

 6x1 + 7x2 + 8x3 ≤ 1.020 

Do soá keïo bò haïn cheá neân: 

 4x1 + 3x2 + x3 ≤ 300 

Vaäy ta coù baøi toaùn QHTT: 

f(X) = 34x1 + 38x2 + 36x3 → max 

6x1 + 7x2 + 8x3 ≤ 1.020 

4x1 + 3x2 + x3 ≤ 300 







 

    xj ≥ 0 ( j 1,3)=  

Theâm aån buø, giaûi baøi toaùn treân baèng ñôn hình thì ta coù ñöôïc lôøi giaûi nhö sau: 

 Xmax = (0, 36, 96, 0, 0)  vôùi  fmax = 4.824 

Vaäy, khi cöûa haøng duøng soá baùnh keïo treân ñeå ñoùng 36 goùi loaïi B vaø 96 goùi loaïi C thì doanh thu seõ cao 

nhaát vaø baèng 482.400 ñoàng. 

       2) Goïi y1, y2 laø giaù (tính theo ñôn vò traêm ñoàng) moãi 10g baùnh, keïo thì: 

• y1 ≥ 0, y2 ≥ 0.  

• Toång soá tieàn ngöôøi mua boû ra laø g(Y) = 1.020y1 + 300y2. Theo yeâu caàu soá tieàn boû ra mua laø thaáp 

nhaát, ta ghi g(Y) → min. 

• Ñeå cöûa haøng ñoàng yù baùn heát baùnh keïo thì soá tieàn thu ñöôïc öùng vôùi soá baùnh, keïo coù trong moãi goùi 

quaø khoâng ñöôïc thaáp hôn giaù baùn goùi quaø. Vaäy: 

 6y1 + 4y2 ≥ 34 

 7y1 + 3y2 ≥ 38 

 8y1 + y2 ≥ 36 

Toùm laïi, baøi toaùn QHTT cuûa ngöôøi ñi mua laø: 

g(Y) = 1.020y1 + 300y2 → min 

6y1 + 4y2 ≥ 34 

7y1 + 3y2 ≥ 38 

8y1 + y2 ≥ 36 







 

     y1 ≥ 0, y2 ≥ 0 

Ñaây chính laø baøi toaùn ñoái ngaãu cuûa baøi toaùn ñaõ giaûi. Vaäy, theo ñònh lyù ñoä leäch buø yeáu, ta coù: 

 x2 = 36 ≠ 0  ⇒  7y1 + 3y2 = 38 (1) 

 x3 = 96 ≠ 0  ⇒  8y1 + y2 = 36 (2) 

Giaûi heä phöông trình (1),(2) ta coù Y* = (8/25, 13/25). Ñaây chính laø phöông aùn toái öu cuûa baøi toaùn ñoái 

ngaãu. 

Löu yù ñeán ñôn vò tính vaø 8/25 = 0,32; 13/25 = 0,52 thì ta coù lôøi giaûi thöïc teá nhö sau: 

Neáu ngöôøi mua traû giaù 3.200 ñ/Kg baùnh vaø 5.200 ñ/Kg keïo thì cöûa haøng seõ ñoàng yù baùn. Soá tieàn boû ra 

mua 10,2 Kg baùnh vaø 3Kg keïo laø thaáp nhaát vaø baèng 482.400 ñoàng. 

Baøi 4 Haõy chöùng toû raèng coù theå tìm phöông aùn toái öu cuûa baøi toaùn QHTT tuøy yù baèng caùch giaûi moät heä goàm 

caùc phöông trình tuyeán tính vaø caùc baát phöông trình tuyeán tính. 

 Vì moïi baøi toaùn QHTT ñeàu ñöa ñöôïc veà daïng chính taéc neân ta xeùt baøi toaùn chính taéc. Baøi toaùn chính 

taéc vaø baøi ñoái ngaãu cuûa noù laø caëp baøi toaùn ñoái ngaãu khoâng ñoái xöùng. 

 Xeùt heä goàm caùc phöông trình tuyeán tính vaø caùc baát phöông trình tuyeán tính: 
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 Nghieäm X, Y cuûa heä naøy chính laø phöông aùn cuûa baøi toaùn min vaø baøi toaùn max thoûa ñieàu kieän f(X) = 

g(Y). Vaäy X, Y laø phöông aùn toái öu cuûa baøi toaùn min vaø baøi toaùn max. 

Baøi taäp Ñoái ngaãu 

LAÄP BAØI TOAÙN ÑOÁI NGAÃU VAØ TÌM LÔØI GIAÛI 

Baøi 1 Cho baøi toaùn QHTT: 

f(X) = x1 + 3x2 + 2x3 + x4 → max 

2x1 + x2 + x3 – x4 ≤ 2 

x1 + x2 – 2x3 + 2x4 ≤ 5 

2x1 – 2x2 + 3x3   ≤ 1 









 

      xj ≥ 0  ( j 1,4)=  

 Cho bieát moät phöông aùn toái öu cuûa baøi toaùn treân laø X* = (0, 3, 7/3, 10/3). Haõy vieát baøi toaùn ñoái ngaãu 

vaø cho bieát lôøi giaûi cuûa baøi ñoái ngaãu. 

Baøi 2 Cho baøi toaùn QHTT: 

f(X) =   x2 – 3x3 + x4 + 2x5 → min 

x1 + x2 + x3 + x4   = 6 

–2x1 – x2 + 2x3   + x5 = 4 

2x1 + x2 + x3     ≤ 2 









 

      xj ≥ 0  ( j 1,5)=  

       1) Giaûi baøi toaùn treân. Phöông aùn toái öu, neáu coù, coù duy nhaát khoâng? 

       2) Haõy vieát baøi toaùn ñoái ngaãu vaø cho bieát lôøi giaûi cuûa baøi ñoái ngaãu. Phöông aùn toái öu cuûa baøi ñoái ngaãu, 

neáu coù, coù duy nhaát khoâng? 

Baøi 3 Cho baøi toaùn QHTT: 

f(X) =   –x2 – x3 + 2x4 → max 

x1 – x2 + 2x3 + x4 = 1 

–3x1 + x2 – 3x3   ≤ 2 

2x1 – 2x2 + x3   ≤ 4 









 

      xj ≥ 0  ( j 1,4)=  

       1) Giaûi baøi toaùn treân.  

       2) Haõy vieát baøi toaùn ñoái ngaãu vaø cho bieát lôøi giaûi cuûa baøi ñoái ngaãu.  

Baøi 4 Cho baøi toaùn QHTT: 

f(X) = 3x1 + x2 + 2x3 – x4 → max 

2x1 + x2 + x3   ≤ 2 

x1 + x2 + 2x3   ≤ 5 

2x1 + 2x2 + 3x3   ≤ 1 









 

      xj ≥ 0  ( j 1,4)=  

       1) Haõy chöùng toû neáu X* laø phöông aùn toái öu thì thaønh phaàn thöù 1 vaø thaønh phaàn thöù 4 phaûi baèng 0. 

       2) Haõy cho nhaän xeùt. 

 

 



MOÂ HÌNH THÖÏC TEÁ VAØ BAØI TOAÙN ÑOÁI NGAÃU 

Baøi 5 Moät nhaø haøng hieän coù 10,2 Kg höông lieäu A vaø 3 Kg höông lieäu B. Khi pha theâm hai höông lieäu naøy 

vaøo thöïc phaåm thì seõ laøm taêng höông vò, do ñoù laøm taêng giaù baùn. Caùc caùch phoái hôïp hai höông lieäu 

naøy vaø hieäu quaû kinh teá thu ñöôïc cho bôûi baûng sau: 

Caùch pha 
Höông lieäu 

I II II 

A (10 g) 6 7 8 

B (10 g) 4 3 2 

Giaù baùn taêng theâm 

(ngaøn ñoàng) 
34 38 36 

 Ngoaøi caùch pha cheá, nhaø haøng cuõng coù theå baùn höông lieäu A vaø B vôùi giaù 2.000ñ vaø 3.000ñ moãi goùi 

10g. 

       1) Cöûa haøng seõ choïn giaûi phaùp nhö theá naøo ñeå hieäu quaû thu ñöôïc laø cao nhaát? 

       2) Moät ngöôøi muoán mua höông lieäu ñeå töï pha cheá thì phaûi traû giaù moãi loaïi goùi 10g laø bao nhieâu thì nhaø 

haøng môùi coù theå baùn? 

       3) Giaù höông lieäu treân thò tröôøng laø bao nhieâu thì cöûa haøng khoâng theå duøng caùch pha cheá höông lieäu ñeå 

laøm taêng hieäu quaû kinh teá? 

 


